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Première lasse de Stiefel-Whitney des espaes
d'appliations stables réelles en genre zéro vers
une surfae onvexe
Niolas Puignau
Abstrat
Let (X, cX) be a onvex projetive surfae equipped with a real stru-
ture. The spae of stable mapsM0,k(X, d) arries dierent real strutures
indued by cX and any order two element τ of permutation group Sk at-
ing on marked points. Eah orresponding real part RτM0,k(X, d) is a
real normal projetive variety. As the singular lous is of odimension
bigger than two, these spaes thus arry a rst Stiefel-Whitney lass for
whih we determine a representative in the ase k = c1(X)d − 1 where
c1(X) is the rst Chern lass of X. Namely, we give a homologial de-
sription of these lasses in term of the real part of boundary divisors of
the spae of stable maps.
Introdution
Soient une surfae projetive omplexe X , une lasse d'homologie d dans
H2(X,Z) et deux entiers naturels g et k. L'espae des appliations stables
Mg,k(X, d) est un espae de modules pour les ourbes de genre g réalisant
la lasse d dans X et munies de k points marqués. Ces espaes onstituent le
adre de la théorie de Gromov-Witten et sont par onséquent un objet fonda-
mental de géométrie énumérative. Dans le as du genre zéroM0,k(X, d) possède
des propriétés remarquables, en partiulier lorsque X est onvexe (voir p. ex.
[1, 3, 9℄). Une variété projetive X est onvexe lorsqu'elle est lisse et que pour
tout morphisme holomorphe u : CP 1 → X on a H1(CP 1, u∗TX) = 0.
Dans e qui suit nous nous intéressons exlusivement aux ourbes de genre
zéro. Aussi, nous omettrons la mention g = 0 et M0,k(X, d) sera noté M
d
k(X).
Supposons X onvexe (par exemple CP 2 ou CP 1 × CP 1) alors l'espae des
appliations stables M
d
k(X) est une variété projetive normale ave singula-
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rités de type orbivariété. Une orbivariété est loalement le quotient d'une va-
riété lisse sous l'ation d'un groupe ni. Une appliation stable est une lasse
d'isomorphisme pour les paramétrages d'une ourbe munie de points marqués ;
elle est assoiée à la donnée (C, z1, . . . , zk, u) où C est une surfae de Rie-
mann nodale de genre zéro appelée soure, (z1, . . . , zk) un k-uplet de points
non singuliers de C et u : C → X un morphisme holomorphe dont l'image
réalise la lasse d (f. [3℄). Lorsque u n'est pas un revêtement multiple, on dit
que l'appliation stable est simple. On note M
d
k(X)
∗
le lieu des appliations
stables simples, 'est un ouvert dense de M
d
k(X) ontenu dans la partie lisse.
On note Mdk(X) le lieu des appliations stables dont la soure est CP
1
, 'est
un ouvert dense de M
d
k(X). La dimension de M
d
k(X) est c1(X)d − 1 + k, où
c1(X) désigne la première lasse de Chern de X . Le morphisme d'évaluation
evdk : (C, z1, . . . , zk, u) ∈ M
d
k(X) 7→ (u(z1), . . . , u(zk)) ∈ X
k
est un morphisme
entre variétés projetives de même dimensions lorsque k = c1(X)d− 1. On note
kd = c1(X)d− 1.
Supposons que X soit équipée d'une struture réelle (une involution antiholo-
morphe) cX : X → X et que d vérie cX∗(d) = −d. Soit τ un élément d'ordre
deux du groupe des permutations à k éléments ; il dénit une struture réelle
cτ : (x1, . . . , xk) 7→
(
cX(xτ(1)), . . . , cX(xτ(k))
)
sur Xk. De même on obtient
sur M
d
k(X) une struture réelle cM,τ induite par (z1, . . . , zk, u) ∈ (CP
1)k ×
Mord(X) 7→
(
conj(zτ(1)), . . . , conj(zτ(k), cX ◦ u ◦ conj)
)
∈ (CP 1)k ×Mord(X)
où conj est la onjugaison omplexe standard sur CP 1 et Mord(X) l'ensemble
des morphismes holomorphes u : CP 1 → X réalisant à l'image la lasse d (voir
1.1.1). Éventuellement, τ peut être l'identité. On note respetivement RτX
k
et
RτM
d
k(X) les parties réelles (le lieu xe) de cτ et cM,τ puis RτM
d
k(X)
∗
la par-
tie réelle de M
d
k(X)
∗
. Le morphisme d'évaluation se restreint en un morphisme
réel Rτev
d
k : RτM
d
k(X)→ RτX
k
qui est surjetif lorsque k est égal à kd.
L'espae RτM
d
kd
(X) est une variété projetive réelle normale, en partiulier
le lieu singulier est de odimension au moins deux. Cet espae possède don
une première lasse de Stiefel-Whitney w1(RτM
d
kd
(X)) et un morphisme de
dualité au premier grade H1(RτM
d
kd
(X),Z/2Z)→ H2kd−1(RτM
d
kd
(X),Z/2Z).
Dans [9℄ Welshinger détermine une olletion de sous-variétés dans RτM
d
kd
(X)
aui ontienent un représentant pour le dual de la première lasse de Stiefel-
Whitney. Plus préisément, les parties réelles des omposantes irrédutibles de
la frontièreM
d
kd
(X)\Mdkd(X) qui sont érasées (de odimension au moins deux
à l'image) par le morphisme d'évaluation réel ontiennent un représentant dual
de w1(RτM
d
kd
(X)∗). La frontière de l'espae des modules est un diviseur qui or-
respond au lieu des appliations stables dont la soure est une ourbe rédutible.
On note redd = {d′, d′′ ∈ H2(X,Z)|d′ + d′′ = d}. Pour un élément d′ ∈ redd et
un entier k′ ≤ kd, désignons par RτKdd′,k′ la fermeture du lieu des appliations
stables dans RτM
d
kd
(X)∗ ayant omme soure l'union de deux droites proje-
tives CP 1 ∪ξ CP 1 séantes en un point ξ et dont une des branhes ontient k′
2
points marqués et réalise la lasse d′ dans X (on suppose k′ > kd′ ou bien k
′ ≥ 2
si d′ = 0 pour des raisons de stabilité). Enn, pour D une lasse d'homologie
de odimension un, on désigne par D∨ son dual dans H1(RτM
d
k(X),Z/2Z). La
proposition 4.5 de [9℄ peut se ramener à la suivante (voir partie 1).
Proposition (Welshinger). La première lasse de Stiefel-Whitney de la partie
réelle RτM
d
kd
(X)∗ de M
d
kd
(X)∗ s'érit
w1(RτM
d
kd
(X)∗) = (Rτev
d
kd
)∗[w1(RτX
kd)] +
∑
d′∈redd
kd′+1<k
′≤kd
ǫd′,k′ .[RτK
d
d′,k′ ]
∨
où ǫd′,k′ ∈ {0, 1}. On onvient que RK0,1 = ∅.
Nous déterminons exatement quels sont les termes, dans ette somme, qui
sont aetés d'un fateur non nul ; 'est-à-dire quelles sont les omposantes qui
ontribuent eetivement à représenter un élément dual pour la première lasse
de Stiefel-Whitney de la sous-variété lisse RτM
d
kd
(X)∗ ⊂ RτM
d
kd
(X). Puisque
le lieu singulier est de odimension au moins deux, ei dénit une première
lasse de Stiefel-Whitney pour RτM
d
kd
(X). Le résultat obtenu est le suivant.
Théorème. Soit X une surfae projetive onvexe équipée d'une struture réelle
cX , d une lasse d'homologie dans H2(X,Z) telle que cX∗(d) = −d et τ une
permutation de kd = c1(X)d − 1 éléments d'ordre au plus deux. La première
lasse de Stiefel-Whitney de la partie réelle RτM
d
kd
(X) s'érit
w1(RτM
d
kd
(X)) = (Rτev
d
kd
)∗w1(RτX
kd) +
∑
d′∈redd
kd′<k
′≤kd
ǫd′,k′ .[RτK
d
d′,k′ ]
∨
ave ǫd′,k′ appartient à {0, 1} et où ǫd′,k′ = 1 si et seulement si k′ − kd′ = 2
mod (4) ou k′ − kd′ = 3 mod (4).
La démonstration de e théorème peut se généraliser en toutes dimensions
dès que la première lasse de Stiefel-Whitney admet e type de représentant en
terme de diviseurs de la frontière (en partiulier lorsqu'on sait dénir le degré
réel du morphisme d'évaluation). Par exemple lorsque X = CP 3 équipé de la
onjugaison omplexe et que d désigne un degré supérieur à trois nous avons
obtenu un résultat similaire pour w1(RM
d
2d(CP
3)) (f [6℄).
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1 Préliminaires
On appelle struture réelle sur une variété omplexe la donnée d'un auto-
morphisme involutif antiholomorphe. Le lieu des éléments xés par une telle
appliation est appelé lieu xe ou la partie réelle. On onsidère (X, cX) une
surfae onvexe X équipée d'une struture réelle cX dont le lieu xe RX est
non vide.
1.1 Espae des appliations stables
Soit d une lasse d'homologie dans H2(X,Z) réalisable par une ourbe ra-
tionnelle et telle que cX∗(d) = −d. On dira que d est rationnelle réelle. On note
Mord(X) = {u : CP 1 → X | u∗[CP 1] = d} l'ensemble des morphismes holo-
morphes depuis la droite projetive CP 1 qui réalisent la lasse d dans X . Soit
k ≥ 0 un entier, on note Diagk = {(z1, . . . , zk) ∈ (CP 1)k | ∃ i 6= j : zi = zj}.
On note Aut(CP 1) les automorphismes holomorphes de la droite projetive.
Le groupe de M÷bius des automorphismes holomorphes et antiholomorphes de
CP 1 agit sur
(
(CP 1)k \Diagk
)
×Mord(X) de la façon suivante
Moeb×
(
(CP 1)k \Diagk
)
×Mord(X)→
(
(CP 1)k \Diagk
)
×Mord(X)
(ϕ; z1, . . . , zk, u) 7−→
{
(ϕ(z1), . . . , ϕ(zk), u ◦ ϕ−1) si ϕ ∈ Aut(CP 1)
(ϕ(z1), . . . , ϕ(zk), cX ◦ u ◦ ϕ−1) sinon.
L'ation restreinte du sous-groupe des automorphismes holomorphes de CP 1
dénit un espae quotient Mdk(X) =
((CP 1)k\Diagk)×Mord(X)
Aut(CP 1) qui est une va-
riété quasi projetive. Il en existe une ompatiation M
d
k(X) appelée espae
des appliations stables (f. [5℄). Ce dernier est un espae de modules pour les
ourbes k-pointées de genre zéro réalisant la lasse d'homologie d dans X (f.
[3℄). Un élément de M
d
k(X) est une lasse d'équivalene dénie par la donnée
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(C, z1, . . . , zk, u) d'une ourbe nodale C de genre zéro, de k points non singu-
liers de C tous distints (z1, . . . , zk) et d'un morphisme holomorphe u : C → X
tel que la lasse d'homologie à l'image u∗[C] soit d. La relation d'équivalene
(C, z1, . . . , zk, u) ∼= (D, ζ1, . . . , ζk, v) est donnée par un isomorphisme ϕ : C
∼
→ D
qui respete les points marqués et les appliations : ϕ(zi) = ζi pour i ∈ {1, . . . , k}
et u = v◦ϕ. De plus (C, z1, . . . , zk, u) est stable 'est-à-dire que son groupe d'au-
tomorphisme est ni. La stabilité est équivalente à exiger que les omposantes
irrédutibles de la soure C envoyées par une appliation onstante sur la lasse
nulle possèdent au moins trois points spéiaux : points marqués ou singularités
(f. [3℄). On note M
d
k(X)
∗
le lieu des appliations stables dont le groupe d'au-
tomorphisme est trivial ; 'est un ouvert dense de M
d
k(X). On note c1(X) la
première lasse de Chern du bré tangent de X . On rappelle le résultat suivant.
Proposition 1 (Cf. [3℄). Ave les notations préédentes,
1. M
d
k(X) est une variété projetive normale de pure dimension
c1(X)d+ k − 1 ;
2. M
d
k(X) est loalement le quotient d'une variété lisse par un groupe ni ;
3. M
d
k(X)
∗
est lisse et est un espae de module n pour les appliations
stables sans automorphismes, muni d'une ourbe universelle U
d
kd
.
Le seond énoné indique queM
d
k(X) est une orbivariété. C'est la onvexité
de X qui assure que Mord(X) est une variété lisse. On note TMdk(X)∗
le bré
tangent de la variété M
d
k(X)
∗
.
1.1.1 Strutures réelles
L'ation résiduelle du quotient Moeb/Aut(CP 1) ∼= Z/2Z dénit une stru-
ture réelle cM sur Mdk(X) qui s'étend en une struture réelle cM sur M
d
k(X)
(f. [9℄). Le lieu xe de cM est un espae de module RM
d
k(X) qui ompatie un
espae de paramètres pour les ourbes réelles de genre zéro et de lasse d dans X
munies de k points marqués dans RX (f. [6℄). Une ourbe est réelle lorsqu'elle
est invariante sous l'ation de cX . Lorsque k = 0 on obtient une struture réelle
sur Mord(X) dont on note MorRd (X) la partie réelle. Lorsque k 6= 0 le groupe
des permutations de k éléments Sk agit sur l'indexation des k points marqués
par
Sk ×M
d
k(X) → M
d
k(X)
(σ;C, z1, . . . , zk, u) 7→ (C, zσ(1), . . . , zσ(k), u).
Soit τ un élément d'ordre deux de Sk. L'ation ombinée de τ et cM induit une
struture réelle cM,τ surM
d
k(X) dont on note RτM
d
k(X) la partie réelle. Cette
dernière ompatie un espae de paramètres pour les ourbes réelles de genre
zéro et de lasse d dans X ave des points marqués dans RX (d'indexations
5
invariantes par τ) et des paires de points onjugués pour cX (d'indexations
permutées par τ). Ces strutures réelles ne se distinguent que par la lasse de
onjugaison de τ ∈ Sk (f. [9℄).
Proposition 2 (Cf. [9℄). Soit τ ∈ Sk une permutation d'ordre au plus deux,
RτM
d
k(X) est une variété réelle projetive et normale de dimension c1(X)d +
k − 1.
1.2 Frontière
La frontière de M
d
k(X), 'est-à-dire M
d
k(X) \M
d
k(X) est le lieu des appli-
ation stables dont la soure est rédutible. C'est une union de diviseurs dans
M
d
k(X) (f. [3℄). Soit (A,B; dA, dB) un quadruplet qui vérie :
1. A ⊔B est une partition de {1, . . . , k} ;
2. dA + dB = d ∈ H2(X,Z) ;
3. si dA = 0 (resp. dB = 0), alors |A| ≥ 2 (resp. |B| ≥ 2).
Il existe un diviseur D(A,B; dA, dB) de M
d
k(X) (f. [3℄) qui est le lieu des
appliations stables (C, z, u) vériant :
a. C = CA∪CB est l'union de deux ourbes CA et CB de genre zéro séantes
en un point nodal ξ ;
b. les points marqués indexés par A (resp. B) sont dans CA (resp. CB) ;
. u∗[CA] = dA et u∗[CB] = dB, e que l'on érira u ∈MordA+dB(X).
On onvient que lorsque (dA = 0, |A| < 2) ou (dB = 0, |B| < 2), on note par ex-
tension D(A,B; dA, dB) pour désigner l'ensemble vide (onditions de stabilité).
Lorsque X = CP 2 ou X = CP 1 × CP 1, les diviseurs de la frontière sont des
variétés irrédutibles.
z1
z4
z2
z5 z3
ξ
X
u(ξ)
u
7−→
CACB dA
dB
Fig. 1  Un élément générique du diviseur D({1, 2, 5}, {3, 4}; dA, dB)
Pour une lasse rationnelle d ∈ H2(X,Z), l'ensemble des éléments δ, rationnels
ou nuls et tels que d − δ soit rationnelle ou nulle, est noté redd ⊂ H2(X,Z).
Pour un entier k′ ≤ kd et d′ ∈ redd, on pose
Kdd′,k′ =
⋃
|A|=k′
dA=d
′
D(A,B; dA, dB). (1)
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Un point générique de Kdd′,k′ est une appliation stable (C
1 ∪{ξ} C
2, u1 ∪ u2, z)
telle que Ci = CP 1 pour i ∈ {1, 2} et #(z∩C1) = k′, u∗1(C
1) = d′. Remarquons
que RτK0,1 = ∅ par stabilité.
Proposition 3. La frontière de M
d
kd
(X) est la réunion
⋃
d′∈redd
kd′<k
′≤kd
Kdd′,k′ .
Démonstration. La réunion des diviseurs
⋃
A⊔B={1,...,k}
dA+dB=d
D(A,B; dA, dB) est un
reouvrement de la frontière (f. [3℄), don une simple réériture montre que
M
d
k(X) \ M
d
k(X) =
⋃
d′∈redd
0≤k′≤kd
Kdd′,k′ . Il sut de remarquer que K
d
d′,k′ est égal
à Kdd−d′,k−k′ . Si on hoisit d'imposer la ondition k
′ > kd′ on obtient l'uniité
de l'ériture puisque des deux hoix envisageables pour A et B, un et un seul
est réalisable de la sorte. En eet kd = c1(X)d − 1 don si d′ + d′′ = d alors
kd′ + kd′′ = kd− 1. Don k′ > kd′ est équivalent à kd − k′ = k′′ ≤ kd − kd′ − 1 =
kd′′ .
Soit τ une permutation d'ordre deux ou l'identité dans Sk, on note RτKdk
(resp. RτKdd′,k′) le lieu de la frontière (resp. de K
d
d′,k′) xe pour cM,τ . Lorsque
k = kd, la proposition 3 admet le orollaire suivant.
Corollaire. Pour τ une permutation d'ordre deux ou l'identité dans Skd , la
frontière réelle de M
d
kd
(X) est RτKdkd =
⋃
d′∈redd
kd′<k
′≤kd
RτKdd′,k′ .
1.3 Morphismes
1.3.1 Morphisme d'évaluation
Soit τ ∈ Sk une permutation d'ordre deux, on dénit une struture réelle
sur Xk par cτ : (x1, . . . , xk) 7→
(
cX(xτ(1)), . . . , cX(xτ(k))
)
dont on note RτX
k
la partie réelle. L'appliation d'évaluation evdk : (C, z1, . . . , zk, u) ∈ M
d
k(X) 7→
(u(z1), . . . , u(zk)) ∈ Xk est un morphisme entre variétés projetives. Lorsque
k = c1(X)d− 1 'est un morphisme surjetif entre variétés de même dimension.
On pose kd = c1(X)d − 1. Le morphisme d'évaluation est équivariant sous
l'ation de Sk et de Z/2Z, 'est don un morphisme réel ev
d
k : (M
d
k(X), cM,τ )→
(Xk, cτ ) entre variétés réelles.
Dénition 1. On appelle morphisme d'évaluation réel la restrition du mor-
phisme d'évaluation
Rτev
d
k : RτM
d
k(X) → RτX
k
(C, z1, . . . , zk, u) 7→ (u(z1), . . . , u(zk)).
Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté, on note z pour un k-uplet (z1, . . . , zk) ∈ Ck.
Soit (C, z, u) ∈M
d
k(X)
∗
, la diérentielle de u induit un morphisme de faiseaux
0→ TC
du
−→ u∗TX dont on note Nu le faiseau quotient appelé faiseau normal
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de u. Lorsque on a une immersion, Nu est le faiseau d'un bré en droites sur
CP 1. Par la formule d'adjontion on a l'égalité Nu ∼= OCP 1(c1(X)d− 2).
Proposition 4 (Cf. [9℄). Soit (C, z, u) ∈ Mdk(X)
∗
un appliation stable sans
automorphisme ; le noyau et le onoyau de la diérentielle devdkd en (C, z, u)
sont respetivement
ker(d|(C,z,u)ev
d
k)
∼= H0(CP 1,Nu ⊗OCP 1(−z)) (2)
et
coker(d|(C,z,u)ev
d
k)
∼= H1(CP 1,Nu ⊗OCP 1(−z)). (3)
Lorsque k = kd, le morphisme d'évaluation réel est un diéomorphisme loal
au voisinage d'un point régulier. On note Regd(X) le lieu régulier du morphisme
d'évaluation evdkd :M
d
kd
(X)→ Xkd , 'est un ouvert dense de M
d
kd
(X).
1.3.2 Morphismes d'oubli
Une omposante irrédutible d'une ourbe de genre zéro est appelée branhe.
Soient l ≤ k des entiers, il existe un morphisme entre variétés projetives de
M
d
k(X) vers M
d
l (X) qui  oublie  ertains points marqués de la soure de
(C, z, u) ∈ M
d
k(X) puis ontrate les branhes devenues instables par insu-
sane de points marqués (f. [3℄).
Dénition 2. On appelle morphisme d'oubli et on note π l'appliation
π : M
d
k(X) → M
d
0(X)
(C, z, u) 7→ (Cstabπ , u).
(4)
Pour i ∈ {1, . . . , k} on note πi le morphisme qui oublie le i-ième point marqué
πi : M
d
k(X) → M
d
k−1(X)
(C, z1, . . . , zk, u) 7→ (Cstabπi , z1, . . . , zˆi, . . . , zk, u).
où Cstabπ désigne la soure éventuellement ontratée C ։ C
stab
π pour stabiliser.
Lorsque ela est utile (p. ex. en 3.1.1.3) on spéie l'espae de départM
d
k(X)
d'un morphisme d'oubli par la notation πk ; de même, pour une partie {i0, . . . , in}
de {1, . . . , k}, on note πki0,...,in pour l'appliation omposée π
k−n
i1
◦ · · · ◦ πki0 qui
onsiste à oublier la liste {i0, . . . , in} de points marqués.
Lemme 1. Soit (C, z, u) ∈ M
d
k(X)
∗
tel que z soient des points réguliers de
Cstabπ ; alors on a une déomposition ker d|(C,z,u)π =
⊕k
i=1 ker d|(C,z,u)πi et un
isomorphisme ker d|(C,z,u)π ∼= TzC
k
.
Démonstration. Pour tous i, j ∈ {1, . . . , kd} distints, les morphismes πi et πj
ommutent don ker d|(C,z,u)π =
⊕k
i=1 ker d|(C,z,u)πi. Soit i ∈ {1, . . . , kd}, en
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l'absene d'automorphisme le morphisme πi dérit la ourbe universelle au-
dessus de l'image πi(M
d
k(X)
∗) (f. [1℄). Le groupe des automorphismes d'une
appliation stable étant un sous-groupe du groupe des automorphismes de son
image par un morphisme d'oubli, M
d
k−1(X)
∗
est inlus dans πi(M
d
k(X)
∗). On
en déduit un isomorphisme entre (πi)
−1(Cstabπi , z1, . . . , zˆi, . . . , zk, u) et C
stab
πi
.
Par hypothèse zi est un point régulier de la bre C
stab
πi
, or les branhes ne
se ontratent par πi que sur des points singuliers, don C
stab
πi
= C. Finalement
au point (C, z1, . . . , zk, u) ∼= zi, on a kerd(C,z,u)πi = TziC
stab
πi
= TziC. On en
déduit un isomorphisme entre ker d|(C,z,u)π et TzC
k
lorsque z sont des points
réguliers de Cstabπ .
On note Ker dπ le sous-faiseau du bré tangent de T
M
d
k(X)
∗ déni par le
noyau de la diérentielle d'un morphisme d'oubli. C'est un sous-bré de rang un
restreint au lieu des appliations stables simples non ontratées (en partiulier
sur M
d
kd
(X)∗).
2 Résultats
2.1 Invariants de Welshinger
Soit A une ourbe réelle de X ave pour singularités éventuelles des points
doubles ordinaires, on dit que A est nodale. Les points doubles de A peuvent être
omplexes ou réels. On distingue deux types de points doubles réels : eux qui
sont à l'intersetion de deux tangentes réelles et eux qui sont à l'intersetion de
deux tangentes omplexes onjuguées. Le premier est un point double réel non
isolé, le seond est un point double réel isolé. On dénit la masse de A, notée
m(A) omme le nombre de points doubles réels isolés de A.
 
Fig. 2  Points doubles ordinaires réels et leurs tangentes
Théorème 1 (Welshinger [8℄). Soient d ∈ H2(X,Z) telle que cX∗(d) = −d
et P une olletion de c1(X)d − 1 points de X invariante pour cX et dont
exatement r éléments sont réels. On note AP pour l'ensemble des ourbes réelles
de genre zéro qui ontiennent P. Alors, pour P générique, AP est ni et ne
ontient que des ourbes rationnelles nodales. De plus, la somme∑
A∈AP
(−1)m(A) (5)
ne dépend pas de P.
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On note e nombre Wd,r(X), 'est un invariant de Welshinger de (X, cX).
Remarquons que |Wd,r(X)| est une borne inférieure pour le nombre de ourbes
rationnelles réelles de (X, cX) réalisant la lasse d et qui ontiennent un olle-
tion générique de r points réels et kd−r2 paires de points omplexes onjugués.
2.2 Aspets topologiques
Soit K ⊂ M
d
kd
(X) la réunion des diviseurs de la frontière dont l'image par
le morphisme d'évaluation est de odimension au moins deux. On dit d'une
omposante irrédutible de K qu'elle est érasée par le morphisme d'évaluation.
On note RτK le lieu de K xe pour cM,τ . Munissons RτX
kd
du système de
oeients entiers tordus Z et onsidérons la lasse fondamentale qui lui est
assoiée dans l'homologie singulière [RτX
kd ] ∈ H2kd
(
RτX
kd ,Z
)
(voir [7℄). On
note Z∗ le système de oeients loaux sur RτM
d
kd
(X) relevé de Z par le
morphisme d'évaluation réel.
Proposition 5 (Welshinger [9℄). Soit (C, z, u) ∈ RτM
d
kd
(X) un point régu-
lier du morphisme d'évaluation et RτM la omposante onnexe de RτM
d
kd
(X)
qui le ontient. Il existe une unique lasse fondamentale [RτM] à bord dans
RτK∩RτM tel que l'homomorphisme induit par le morphisme d'évaluation réel
H2kd(RτM,RτM\{(C, z, u)};Z
∗)→ H2kd
(
RτX
kd ,RτX
kd \ {u(z)};Z
)
envoie
[RτM] sur (−1)m(A).[RτXkd ] où A est la ourbe dénie par u(C).
Autrement dit, il existe une lasse fondamentale [RτM
d
kd
(X)] à bord dans
RτK et telle que le morphisme d'évaluation réel Rτev
d
kd
induise un homo-
morphisme entre H2kd(RτM
d
kd
(X),RτK;Z∗) et H2kd(RτX
kd ,Z) qui envoie la
lasse [RτM
d
kd
(X)] sur la lasseWd,τ(X).[RτX
kd ]. Puisque RτM
d
kd
(X) est une
variété normale, son lieu singulier est de odimension au moins deux. Elle ad-
met don une première lasse de Stiefel-Whitney et un morphisme de dualité
au premier grade H2kd−1(RτM
d
kd
(X),Z/2Z) → H1(RτM
d
kd
(X),Z/2Z). Pour
une lasse d'homologie de odimension un [RτD] ∈ H2kd−1(RτM
d
kd
(X),Z/2Z),
on note [RτD]
∨ ∈ H1(RτM
d
kd
(X),Z/2Z) son dual. Le théorème 1 admet le
orollaire suivant.
Corollaire (Welshinger [9℄). La première lasse de Stiefel-Whitney de la va-
riété projetive normale RτM
d
kd
(X) s'érit :
w1(RτM
d
kd
(X)) = (Rτev
d
kd
)∗w1(RτX
kd) +
∑
D⊂K
ǫ(D).[RτD]
∨
où ǫ(D) ∈ {0, 1} et la somme est prise sur l'ensemble des omposantes irrédu-
tibles D de la frontière de M
d
kd
(X) érasées par le morphisme d'évaluation et
dont la partie réelle RτD possède au moins une omposante onnexe de odi-
mension un dans RτM
d
kd
(X).
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Les points ritiques du morphisme d'évaluation sont ontenus dans le lieu
des ourbes non immergées (proposition 4) et dans la frontière deM
d
kd
(X). Les
omposantes irrédutibles de la frontière (voir 1.2) ne sont pas toutes érasés
par le morphisme d'évaluation. Plus préisément, on a la proposition suivante.
Proposition 6. L'image d'un diviseur de la frontière D(A,B; dA, dB) par le
morphisme d'évaluation evdkd : M
d
kd
(X) → Xkd est de odimension un dans
Xkd si et seulement si |A| = kdA ou |A| = kdA + 1.
Démonstration. Soit D(A,B; dA, dB) un diviseur de la frontière de M
d
kd
(X) tel
que déni en 1.2. Pour (C, z, u) ∈ M
d
kd
(X) on note zA = (zi1 , . . . , zi|A|) le
|A|-uplet tel que A = {i1, . . . , i|A|}. Soit M
dA
|A|+1(X)×X M
dB
|B|+1(X) le produit
bré relativement aux morphismes d'évaluation eA et eB assoiés au point mar-
qué supplémentaire eA,B : (C
A,B, zA,B, ξ, u) ∈ M
dA,B
|A,B|+1(X) 7→ u(ξ) ∈ X . Il
existe un isomorphisme D(A,B; dA, dB) ∼= M
dA
|A|+1(X) ×X M
dB
|B|+1(X) dérit
dans [3℄. Le morphisme d'évaluation se fatorise (C, z, u) ∈ D(A,B; dA, dB) 7→
((CA, zA, ξ, uA), (CB, zB, ξ, uB)) ∈ M
dA
|A|+1(X) ×M
dB
|B|+1(X) 7→ u(z) ∈ X
kd
.
Supposons |A| > kdA +1, e qui entraîne |B| ≤ kdB −2, alors dimM
dB
|B|+1(X) ≤
2kdB −1. Puisque dimX
kdB = 2kdB , l'image du diviseur par le morphisme om-
posé est de odimension au moins égale à deux dans Xkd = XkdA+kdB+1. La
symétrie dans le rle de A et de B ahève le raisonnement.
Dans [8℄, Welshinger montre que les diviseurs de la frontière qui sont de
odimension un à l'image est un lieu régulier pour le morphisme d'évaluation.
Une onséquene de la proposition 6 est que seuls les diviseurs qui vérient
|A| > kdA +1 ou |B| > kdB +1 peuvent ontribuer à un représentant dual de la
première lasse de Stiefel-Whitney de la partie réelle. Plus préisément et ave
les notations introduites en 1.2 on a la proposition suivante.
Proposition 7. La première lasse de Stiefel-Whitney de RτM
d
kd
(X) s'érit :
w1(RτM
d
kd
(X)) = (Rτev
d
kd
)∗w1(RτX
kd) +
∑
d′∈redd
kd′+1<k
′≤kd
ǫd′,k′ .[RτK
d
d′,k′ ]
∨
où ǫd′,k′ ∈ {0, 1} dépend seulement des paramètres d′ ∈ redd et k′ ∈ N.
Démonstration. D'après le orollaire de la proposition 3, la frontière deM
d
kd
(X)
est la réunion
⋃
d′∈redd
kd′<k
′≤kd
Kdd′,k′ et d'après la proposition 6, K est omplémen-
taire à la réunion
⋃
d′∈redd
Kdd′,kd′+1. Autrement dit, les omposantes onnexes
de RτKdkd de odimension un dans RτM
d
kd
(X) et qui sont érasées par le mor-
phisme d'évaluation réel sont ontenues dans la réunion
⋃
d′∈redd
kd′+1<k
′≤kd
RτKdd′,k′ .
Pour onlure, on remarque que l'indexation sur les points marqués ne joue
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auun rle dans le alul de la première lasse de Stiefel-Whitney. En eet,
l'appliation induite par une permutation σ ∈ Skd des points marqués est
un automorphisme de M
d
kd
(X) (f. [5℄) qui permute les diviseurs de la fron-
tière D(A,B, dA, dB) de même alibre (|A|, |B|, dA, dB). Pour τ ∈ Skd une per-
mutation d'ordre deux, et automorphisme induit un isomorphisme réel entre
(M
d
kd
(X), cM,τ ) et (M
d
kd
(X), cM,σ◦τ◦σ−1) puisque σ ◦ τ ◦σ
−1 ◦σ ◦ τ = σ. Or les
strutures réelles cM,τ surM
d
kd
(X) ne se distinguent que par la lasse de onju-
gaison de τ (voir 1.1.1), 'est-à-dire que cM,τ = cM,σ◦τ◦σ−1 . Don les propriétés
homologiques de la partie réelle des diviseurs de même alibre sont équivalentes.
Une omposante irrédutible de la frontière est ontenue dans un des diviseurs
de la frontière et don dans un ertain Kdd′,k′ . Le fait qu'une omposante onnexe
de sa partie réelle D ⊂ RτM
d
kd
(X) ontribue ou pas à un représentant dual de la
première lasse de Stiefel-Whitney dépend uniquement des données k′ et d′. En
partiulier ela ne dépend pas de la omposante onnexe de RτKdd′,k′ hoisie.
2.3 Exposé des résultats
Nous déterminons quelles sont les diviseurs de la frontière dont la partie
réelle RτK
d
d′,k′ partiipe eetivement à une lasse duale de la première lasse
de Stiefel-Whitney de l'espae des modules w1(RτM
d
kd
(X)). C'est-à-dire que
nous déterminons la valeur de haque ǫd′,k′ dans la desription préédente.
Théorème 2. Soit X une surfae projetive onvexe équipée d'un struture
réelle cX et d une lasse non nulle de H2(X,Z) telle que cX(d) = −d. On note
kd le nombre c1(X)d − 1 et τ une permutation d'ordre au plus deux dans le
groupe des permutations Skd . La première lasse de Stiefel-Whitney de la partie
réelle RτM
d
kd
(X) est représentée par
w1(RτM
d
kd
(X)) = (Rτev
d
kd
)∗w1(RτX
kd) +
∑
d′∈redd
kd′<k
′≤kd
ǫd′,k′ .[RτK
d
d′,k′ ]
∨
ave ǫd′,k′ ∈ {0, 1} tel que ǫd′,k′ = 1 si et seulement si k′ − kd′ = 2 mod (4) ou
k′ − kd′ = 3 mod (4).
3 Démonstration
Nous herhons à aluler le bord de la haîne [RτM
d
kd
(X)] dans le groupe
des yles C2kd(RτM
d
kd
(X)∗,Z∗). Fixons RτM une omposante onnexe de
RτM
d
kd
(X)∗ \ RτK et hoisissons [RτM] ∈ H2kd(RτM,RτK ∩ RτM;Z
∗) la
lasse fondamentale dénie par la proposition 5. On onsidère pour une ompo-
sante onnexe D de RτK, de odimension un dans RτM
d
kd
(X)∗, un voisinage
ontratile B d'un point générique de D de sorte que RτM∩ B ait deux om-
posantes onnexes RτMB0 et RτM
B
1 séparées par RτK ∩ B. On obtient deux
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générateurs [RτMB0 ] et [RτM
B
1 ] de H2kd(B, ∂B ∪RτK;Z
∗). Chaun induit un
générateur [B0] (resp. [B1]) de H2kd(B, ∂B;Z
∗). Il s'agit d'évaluer si l'applia-
tion H2kd(B, ∂B;Z
∗)→ H2kd(B, ∂B ∪RτK;Z
∗) réalise ±[B] 7→ [B0] + [B1] ou
bien ±[B] 7→ [B0]− [B1] en fontion du hoix de D. Pour ela, on hoisit un he-
min dans B transverse à RτK ∩B et qui relie deux points de part et d'autre de
RτK. Le long de e hemin on onstruit une trivialisation de T
RτM
d
kd
(X)∗
(voir
3.1.4.2) an d'évaluer l'image de [B] dans H2kd(B, ∂B∪RτK;Z
∗) en omparant
les orientations induites par [B0] et [B1].
3.1 Étude du as τ = id
On xe la struture réelle dénie par l'identité de Skd e qui impose à l'image
de haque point marqué d'appartenir à la partie réelle RX (voir 1.1.1). Soit
d′ ∈ redd ⊂ H2(X,Z), k′ un entier stritement supérieur à kd′ + 1 et Ddd′,k′
une omposante onnexe de RKdd′,k′ de odimension un dans RM
d
kd
(X). On
distingue deux situations selon que d′ soit nulle ou pas.
3.1.1 Chemins transverses. Cas d′ 6= 0
On souhaite dérire un hemin transverse à RKdd′,k′ en un point générique
bien hoisit de Ddd′,k′ . Une permutation de l'indexation des points marqués z
⋆
re-
vient éventuellement à dénir une autre omposante onnexe (Ddd′,k′)
′
de RKdd′,k′
e qui est sans onséquene dans e qui suit (f. proposition 7).
3.1.1.1 Choix d'un point générique. On rappelle qu'un élément (C1 ∪
C2, z, u) ∈ M
d
kd
(X) \Mdkd(X) est générique lorsque C
i ∼= CP 1 pour i ∈ {1, 2},
ξ = {C1 ∩ C2} est un point double ordinaire et u n'a que des singularités
nodales et est lisse aux points marqués z ∈ (C1 ∪ C2)kd . On note di′ = u∗[Ci]
et ki′ = #(z ∩ Ci) de sorte que d′ + d′′ soit égal à d et k′ + k′′ égal à kd.
Un élément générique de Ddd′,k′ a don deux branhes à la soure dont l'une a
 trop  de points marqués et l'autre trop peu (au sens ou le  bon  nombre
de points marqués serait kdi′ ou kdi′ + 1 pour i ∈ {1, 2}). On détermine un
point (C1 ∪C2, z, u) de Ddd′,k′ tel que le morphisme u envoie un ertain nombre
de points marqués estimés en  trop  dans un voisinage ontratile du point
double u(ξ) an de travailler dans l'homologie à oeients entiers.
Dénition 3. Pour (C1 ∪ C2, z, u) ∈ Ddd′,k′ , on dénit le nombre ℓ ∈ N (on
rappelle que k′ > kd′ + 1) par
ℓ = k′ − kd′
ou ℓ = k′ − kd′ − 1
(6)
de sorte que ℓ ≡ 0 mod (2).
Remarque. Un sous-ensemble non vide de points réguliers dans la partie réelle
d'une ourbe rationnelle réelle de X est dans la omposante onnexe isomorphe
à RP 1. Il possède don un ordre ylique déni par l'ordre ylique sur RP 1.
13
Lemme 2. Quitte à hanger l'indexation sur les points marqués, il existe un
point générique (C⋆, z
⋆, u⋆) de Ddd′,k′ qui, en notant C⋆ = C
1
⋆ ∪{ξ⋆} C
2
⋆ , vérie
{z⋆1 , . . . , z
⋆
k′} ⊂ C
1
⋆ et {z
⋆
k′+1, . . . , z
⋆
kd
} ⊂ C2⋆ ; les points spéiaux se trouvent à
l'image dans l'ordre ylique u⋆(z
⋆
1) < · · · < u⋆(z
⋆
ℓ
2
) < u⋆(ξ
⋆) < u⋆(z
⋆
ℓ
2+1
) <
· · · < u⋆(z⋆k′) et u⋆(ξ
⋆) < u⋆(z
⋆
k′+1) < · · · < u⋆(z
⋆
kd
) ; de plus u⋆([z
⋆
1 , z
⋆
ℓ ]) est
inlus dans un voisinage ontratile de u⋆(ξ
⋆). (Voir gure 3.)
z⋆6
z⋆8
z⋆4
z⋆1
z⋆2
ξ⋆
z⋆7
D⋆
z⋆5
z⋆3
Fig. 3  X = CP 2, d = 3.[L], kd = 8, ℓ = 2
Démonstration. On pose u⋆ ∈ π(Ddd′,k′) ⊂ RM
d
0(X) un point générique dans
l'image de Ddd′,k′ par le morphisme d'oubli. En partiulier (u⋆ : C⋆ → X) ∈
MorRd′+d′′(X) de sorte que C⋆ = C
1
⋆ ∪ξ⋆ C
2
⋆ ave C
i
⋆ = CP
1
pour i ∈ {1, 2} et on
note Ai = u⋆|Ci⋆(C
i
⋆), haque omposante irrédutible de la ourbe A = u⋆(C⋆).
Soit D⋆ un disque ouvert de u⋆(ξ
⋆) ∈ RX qui dénit des oordonnées loales
(x, y) ∈ R2 sur RX entrées en u⋆(ξ⋆) et telles que RA1 ∩D⋆ = {(x, y) : x = 0}
et RA2 ∩ D⋆ = {(x, y) : y = 0}. On pose U
+
1 = u
−1
⋆ ({y > 0}D⋆ ∩ RA1) et
U−1 = u
−1
⋆ ({y < 0}D⋆∩RA1) des ouverts de RC
1
⋆ := u
−1
⋆ (RA1) et U1 = U
+
1 ∪U
−
1 .
On hoisit ainsi un kd-uplet z
⋆ = (z⋆1 , . . . , z
⋆
kd
) dans l'ensemble ordonné :
(U+1 )
ℓ
2 × (U−1 )
ℓ
2 × (RC1⋆ \ U1)
k′−ℓ × (RC2⋆)
k′′ \Diagkd .
On dénit (C⋆, z
⋆, u⋆) ∈ RKdkd en onsidérant la lasse de (z
⋆, u⋆) ∈ (CP 1)k
′
×
(CP 1)k
′′
×Mord′+d′′(X) dans M
d
kd
(X). Par dénition, (C⋆, z
⋆, u⋆) vérie les
propriétés du lemme 2 pour le voisinage D⋆ et quitte à hanger l'indexation des
points marqués il appartient à la omposante Ddd′,k′ .
3.1.1.2 Choix d'un hemin. On hoisit un hemin qui soit transverse à
Ddd′,k′ au point (C⋆, z
⋆, u⋆) et susamment  petit  pour onsidérer une orien-
tation loale. Rappelons que RX est une surfae réelle onvexe (en partiulier
elle est projetive et lisse). Il existe une première lasse de Stiefel-Whitney
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w1(RX) ∈ H1(X,Z/2Z) dans l'homologie singulière et on note w∨1 (RX) ∈
H1(RX,Z/2Z) son dual de Poinaré. On xe un représentant de w
∨
1 (RX) dans
le groupe des 1-haînes C1(RX,Z) et on onsidère son support ωγ ⊂ RX .
On note Ωγ =
⋃kd
i=1X × · · · × ωγ × · · · × X . Puisque D⋆ est ontratile,
on peut hoisir ωγ de sorte que Ωγ n'intersete pas Rev
d
kd
(C⋆, z
⋆, u⋆) et ωγ
n'intersete pas D⋆. Considérons un voisinage ontratile (une boule) B⋆ de
(C⋆, z
⋆, u⋆) dans RM
d
kd
(X) tel que B⋆ ∩M
d
kd
(X) \ Mdkd(X) = B⋆ ∩ D
d
d′,k′ de
sorte que Ddd′,k′ déoupe B⋆ en deux omposantes onnexes dans RM
d
kd
(X).
Alors, l'ouvert Oγ = (Rev
d
kd
)−1(∁Ωγ) ⊂ RM
d
kd
(X) ontient (C⋆, z
⋆, u⋆). On
xe un hemin γ : [0, 1] → RM
d
kd
(X)∗ dans B⋆ ∩ Oγ ⊂ RM
d
kd
(X)∗ trans-
verse à Ddd′,k′ au point (C⋆, z
⋆, u⋆). Par simpliité on identiera γ et son image
γ([0, 1]) ⊂ RM
d
kd
(X). On notera aussi γ∗ l'image de γ par le morphisme d'éva-
luation γ∗ = Rev
d
kd
(γ) ⊂ RXkd . Le hemin γ est ontenu dans B⋆, transverse à
Ddd′,k′ en (C⋆, z
⋆, u⋆) et γ∗ n'intersete pas Ωγ . On pose (Ct, z
t, ut) = γ(t) pour
t ∈ [0, 1]. On distingue plus partiulièrement (C0, z0, u0) et (C1, z1, u1) le point
de  départ  et le point d' arrivée  du hemin, haun se situant dans une
omposante onnexe diérente de RMdkd(X) ∩B⋆.
3.1.1.3 Constrution d'un hemin de omparaison. On onstruit un
autre hemin γ˜ assoié à γ mais à valeurs dans le lieu régulier Regd(X). Pour
ela, on assoie à (C⋆, z
⋆, u⋆) un point générique (C⋆, z˜
⋆, u⋆) de la frontière tel
que les ourbes soient identiques mais les points marqués dièrent an d'obtenir
un point régulier du morphisme d'évaluation.
Lemme 3. Soit (C⋆, z
⋆, u⋆) ∈ D
d
d′,k′ déni par le lemme 2. Il existe une ap-
pliation stable (C⋆, z˜
⋆, u⋆) ∈ M
d
kd
(X) \ Mdkd(X) qui vérie pour 0 < i ≤ ℓ,
z˜⋆i ∈ C
2
et pour ℓ < i ≤ kd, z˜⋆i = z
⋆
i ; à l'image de C
2
on a l'ordre ylique
u⋆(ξ
⋆) < u⋆(z˜
⋆
1) < · · · < u⋆(z˜
⋆
ℓ
2
) < u⋆(z˜
⋆
k′+1) < · · · < u⋆(z˜
⋆
kd
) < u⋆(z˜
⋆
ℓ
2+1
) <
· · · < u⋆(z˜
⋆
l ) et u⋆([z˜
⋆
1 , z˜
⋆
ℓ ]) est inlus dans le voisinage de u⋆(ξ
⋆) déni par le
lemme 2. (Voir gure 4.)
Démonstration. On reprend les termes de la démonstration du lemme 2 et on
onsidère, dans le système de oordonnées loales sur D⋆, les ouverts U
+
2 =
u−1⋆ ({x > 0} ∩RA2), U
−
2 = u
−1
⋆ ({x < 0} ∩RA2) et U2 = U
+
2 ∪U
−
1 de RC
2
. On
hoisit ette fois z˜⋆ = (z˜⋆1 , . . . , z˜
⋆
kd
) dans l'ensemble ordonné :
(U+2 )
ℓ
2 × (U−2 )
ℓ
2 × {z⋆ℓ+1} × · · · × {z
⋆
kd
} \Diagkd .
On dénit ainsi (C⋆, z˜
⋆, u⋆) ∈ Ddd′,k′ en onsidérant la lasse de (z˜
⋆, u⋆) ∈
(CP 1)k
′−ℓ × (CP 1)k
′′+ℓ ×Mord′+d′′(X) dans M
d
kd
(X).
Proposition 8. L'appliation stable (C⋆, z˜
⋆, u⋆) ∈ D
d
d′,k′ du lemme 3 est un
point régulier du morphisme d'évaluation.
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1
Fig. 4  X = CP 2, d = 3.[L], kd = 8, ℓ = 2
Démonstration. Il sut d'après la proposition 6 de vérier que (C⋆, z˜
⋆, u⋆) ∈
Kdd′,kd′ ∪K
d
d′,kd′+1
. Or, par dénition, (u⋆)∗[C⋆] = d
′
et C1⋆ ∩ z˜
⋆ = {z˜⋆ℓ+1, . . . , z˜
⋆
k′}
don #(C1⋆∩z˜
⋆) ∈ {kd′ , kd′+1} en fontion du hoix de ℓ ∈ {k′−kd′, k′−kd′−1}
(voir dénition 3).
On onstruit un hemin γ˜ transverse à la frontière M
d
kd
(X) \ Mdkd(X) au
point (C⋆, z˜
⋆, u⋆) et qui soit ompatible ave γ dans le sens où les ourbes et les
points marqués ommuns oïnident le long des hemins. Pour ela, on se plae
dans RM
d
kd+ℓ
(X)∗ et on dénit z⋆∪z˜⋆ := (z⋆1 , . . . , z
⋆
ℓ , z˜
⋆
1 , . . . , z˜
⋆
ℓ , z
⋆
ℓ+1, . . . , z
⋆
kd
) ∈
(C⋆)
kd+ℓ \Diagkd+ℓ. On onsidère (C⋆, z⋆∪ z˜⋆, u⋆) ∈ K
d
kd+ℓ
en prenant la lasse
de (z⋆∪ z˜⋆, u⋆) ∈ (CP
1)kd+ℓ\Diagkd+ℓ×Mor
R
d′+d′′(X) dans RM
d
kd+ℓ
(X)∗. Par
dénition on a πkd+ℓℓ+1,...,2ℓ(C⋆, z
⋆ ∪ z˜⋆, u⋆) = (C⋆, z
⋆, u⋆). Quitte à restreindre γ
on peut relever dans RMdkd+ℓ(X)
∗ ∪Kdkd+ℓ e hemin par le morphisme d'oubli
πkd+ℓℓ+1,...,2ℓ au point (C⋆, z
⋆ ∪ z˜⋆, u⋆) ∈ Kdkd+ℓ. Étant donnée la suite exate
0 // Ker dπkd+ℓℓ+1,...,2ℓ
// T
RM
d
kd+ℓ
(X)∗
dπ
kd+ℓ
ℓ+1,...,2ℓ
// T
RM
d
kd
(X)∗ // 0
on peut dénir un hemin dans RM
d
kd+ℓ
(X)∗ dont la diérentielle s'annule dans
le sous-bré Ker dπkd+ℓℓ+1,...,2ℓ de TRMdkd+ℓ(X)
∗ . On pose Γ un tel hemin passant
par (CP 1, z⋆ ∪ z˜⋆, u⋆) et qui relève γ de sorte que l'image par le morphisme
d'oubli πkd+ℓℓ+1,...,2ℓ soit onstante.
RM
d
kd+ℓ(X)
∗ //
π
kd+ℓ
ℓ+1,...,2ℓ

RM
d
kd
(X)∗
RM
d
kd−ℓ
(X)∗ [0, 1]
Γ
ggN
N
N
N
N
N
N
N
N
N
N
N
γ
OO
te
oo
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On dénit le hemin γ˜ : [0, 1]→ RM
d
kd
(X)∗ transverse àM
d
kd
(X)\Mdkd(X) au
point (C⋆, z˜
⋆, u⋆) omme l'image de Γ par le morphisme d'oubli des ℓ premiers
points marqués
Γ ⊂ RM
d
kd+ℓ
(X)∗
π
kd+ℓ
1,...,ℓ // γ˜ ⊂ RM
d
kd
(X)∗.
On onfond omme préédemment le hemin et son image, tout omme on note
γ˜∗ pour l'image Rev
d
kd
(γ˜) ⊂ RXkd . Le hemin γ˜ est inlus dans Regd(X), l'image
dans RM
d
0,kd−ℓ
(X)∗ de γ˜ par π1,...,ℓ est égale à l'image de γ par π1,...,ℓ, enn
γ˜∗ n'intersete pas Ωγ . Comme préédemment on note (Ct, z˜
t, ut) = γ˜(t), pour
t ∈ [0, 1].
3.1.2 Chemins transverses. Cas d′ = 0
On onsidère une omposante onnexe Dd0,k′ de RK
d
0,k′ de odimension un
dans RM
d
kd
(X). (On rappelle que néessairement k′ ≥ 2 par stabilité.) On
hoisit un point générique (C⋆, z
⋆, u⋆) dans B⋆ ∩ Ddd′,k′ ; 'est-à-dire une appli-
ation stable qui est une immersion et dont la soure est omposée de deux
branhes C⋆ = CP
1 ∪ξ CP 1, l'une envoyée par une appliation birationnelle u⋆
sur une ourbe rationnelle réelle de X dans la lasse d et l'autre envoyée sur la
lasse nulle au point u⋆(ξ). Comme préédemment, quitte à hanger l'indexa-
tion, on hoisit que {z⋆1 , . . . , z
⋆
k′} appartienne à la branhe de lasse nulle et un
ordre ylique sur la branhe de lasse non nulle u⋆(z
⋆
k′+1) < · · · < u⋆(z
⋆
kd
).
On dénit ensuite un hemin γ : t ∈ [0, 1] 7→ (Ct, zt, ut) ∈ RM
d
kd
(X)∗ trans-
verse à Ddd′,k′ en (C⋆, z
⋆, u⋆) au paramètre t⋆ mais dans le  sens  des ap-
pliations. C'est-à-dire que seuls les points marqués dépendent du paramètre
t, l'appliation ut étant xée à l'image : u0(CP
1) = ut(CP
1) = u⋆(C⋆) =
u1(CP
1), ∀t 6= t⋆ ∈ [0, 1]. On exige que γ(0) = γ(1) après renversement
dans l'ordre ylique : u0(z
0
1) = u1(z
1
1), . . . , u0(z
0
k′) = u1(z
1
k′). Autrement dit,
(C1, z
1, u1) = (CP
1, z0k′ , . . . , z
0
1 , z
0
k′+1, . . . , z
0
kd
, u0). De plus, en reprenant les no-
tations de 3.1.1.2, on hoisit γ susamment  petit  pour que son image γ∗
n'intersete pas Ωγ pour le hoix de ωγ tel que ωγ ∩ D⋆ = ∅, où D⋆ est un
voisinage ontratile de u⋆(ξ). Il n'est pas utile de dénir un autre hemin γ˜.
  
          
   
   
  
D⋆
γ(1)
D⋆D⋆
γ(0)
z⋆5 z
⋆
4
z15 z
1
4
z12z
0
2
z05 z
0
4
z03 z
1
1z13
z01
Fig. 5  X = CP 2, d = 2.[L], kd = 5, k
′ = 3
17
3.1.3 Bases de l'espae tangent
L'objetif de e paragraphe est de se munir d'une base positive, relativement
à une orientation loale sur TRXkd , de l'espae tangent Tγ(0)RM
d
kd
(X) au point
de départ du hemin γ. On se donne diérentes déompositions du bré tangent
de RM
d
k(X)
∗
pour lesquelles on dénit une terminologie ad ho.
Proposition 9. Soit (C, z, u) ∈ M
d
k(X)
∗
, on a la suite exate
0 // TzCk // T(C,z,u)M
d
k(X)
// H0(C,Nu) // 0. (7)
Démonstration. On a la suite exate sur le morphisme d'oubli : 0 → TzCk →
T(C,z,u)M
d
k(X)
dπ
→ T(C,z,u)M
d
0(X) → 0 d'après le lemme 1. D'autre part, l'es-
pae tangent T(C,u)M
d
0(X) est l'espae des déformations à l'ordre un de la
ourbe immergée par u, 'est-à-dire H0(C,Nu) (f. Chap. II.1 de [4℄).
Dénition 4. Soit (C, z, u) ∈ M
d
k(X)
∗
déni par une immersion. On appelle
base standard une base de T(C,z,u)M
d
k(X) adaptée à la suite exate (7). Au-
trement dit, la donnée d'un (k + kd)-uplet (e1, . . . , ek, f1, . . . , fkd) omposé de
k éléments {ei}i=1,...,k générateurs de haque TziC et kd setions linéairement
indépendantes {fi}i=1,...,kd , dans H
0(C,Nu).
Lorsque k = kd on peut aner la dénition au points réguliers du morphisme
d'évaluation . En eet, si on note TX (i) = {~0}×· · ·×TX×· · ·×{~0} le sous-bré de
TXkd assoié à la i-ième omposante, la déomposition de TXkd =
⊕kd
i=1 TX (i) se
relève par le morphisme d'évaluation en tout point régulier (C, z, u) ∈ Regd(X)
T(C,z,u)M
d
kd
(X) =
kd⊕
i=1
(evdkd)
∗Tu(zi)X(i). (8)
Notation. Pour (C, z, u) ∈ Regd(X) et i ∈ {1, . . . , kd}, on note Nu,−πi(z) le
faiseau Nu ⊗OC(−zˆ
i) où zˆi est l'élément de Ckd−1 obtenu en tant le i-ième
point marqué dans z = (z1, . . . , zi, . . . , zkd) ∈ C
kd
. Les setions de e faiseau
orrespondent aux déformations de la ourbe qui n'aetent pas la position des
points marqués sauf le i-ième.
Proposition 10. Soit (C, z, u) ∈Mdkd(X)
∗ ∩Regd(X), on a la suite exate
0 // TziC // (ev
d
kd
)∗Tu(zi)X(i)
// H0(C,Nu,−πi(z)) // 0. (9)
Démonstration. Pour i ∈ {1, . . . , kd}, notons eˆi le morphisme omposé
eˆi :M
d
kd
(X)
πi−→M
d
kd−1
(X)
evdkd−1−−−−→ Xkd−1
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de sorte que (evdkd)
∗(TX(i)) = Ker deˆi. On déduit du diagramme de suites exates
0

Ker devdkd−1

0 // Ker dπi // TMdkd (X)
∗
dπi //
deˆi &&NN
N
N
N
N
N
N
N
N
T
M
d
kd−1
(X)∗
devdkd−1

// 0
TXkd−1

0
la suite exate 0 // Ker dπi // Ker deˆi
dπi| // dπi(Ker deˆi) // 0 , ainsi
que l'égalité dπi(Ker deˆi) = Ker dev
d
kd−1
. On onlut en appliquant les égalités
kerdπi = TziC et ker dev
d
kd−1
= H0(C,Nu,−πi(z)) de la proposition 4.
Dénition 5. Soit (C, z, u) ∈ Mdkd(X)
∗ ∩ Regd(X), une base standard B =
(e1, . . . , ekd , f1, . . . , fkd) de T(C,z,u)M
d
kd
(X) est une base modèle lorsqu'elle est
ompatible ave la déomposition (8) et la suite exate (9). Autrement dit, si
tout sous-espaes vetoriels de la déomposition (8) admet omme générateurs
un ouple (eh, fl) de la base B. Si de plus, ei ∈ TziC et fi ∈ H
0(C,Nu,−πi(z))
pour haque i ∈ {1, . . . , kd} on dit que la base modèle est ordonnée.
3.1.3.1 Constrution d'une base modèle positive On s'intéresse aux
bases de l'espae vetoriel réel T
RM
d
kd
(X)∗
et à leurs orientations. On se plae
en un point régulier (C, z, u) ∈ Regd(X) ∩ RM
d
kd
(X) tel que Revdkd(C, z, u)
n'intersete pas Ωγ déni en 3.1.1.2. Fixons une orientation oγ sur RX \ ωγ .
On peut relever ette orientation sur T(C,z,u)RM
d
kd
(X) par la fontion d'éva-
luation et dénir une orientation o
∗ = (Revdkd)
∗(o × o × · · · × o). Une base de
T(C,z,u)RM
d
kd
(X) est dite positive relativement à oγ si l'orientation qu'elle in-
duit est o
∗
. On donne une proédure pour se munir d'une base modèle ordonnée
positive relativement à oγ sur RX \ ωγ . Une telle base induit une orientation
direte sur RXkd \ Ωγ mais aussi sur haque espae de la déomposition
Tu(z)RX
kd =
kd⊕
i=1
Tu(zi)RX(i).
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Dénition 6. Soient (C, z, u) ∈ Regd(X) et (e1, . . . , ekd , f1, . . . , fkd) une base
modèle ordonnée de T(C,z,u)RM
d
kd
(X). Pour un ouple de veteurs (ei, fi) on
dénit son sens relativement à oγ
∠(ei, fi) ∈ {−1,+1}
par la onvention suivante (au point (C, z, u)) :
 ∠(ei, fi) = +1 si dRev
d
kd
((ei, fi)) est une base positive de Tu(zi)RX(i) ;
 ∠(ei, fi) = −1 si dRevdkd ((ei, fi)) est une base négative de Tu(zi)RX(i).
On note A0 = u0(C0) la ourbe réelle dénie par le point de départ du
hemin γ. Fixons une orientation oRA0 sur RA0. En ombinant es deux orien-
tations on onstruit une base de Tγ(0)RM
d
kd
(X) omme suit. On hoisit kd
éléments {e0i ∈ Tz0iC0; i = 1, . . . , kd} tels que les veteurs {dz0i u0(e
0
i )}i=1,...,kd
soient dans TRA0 et positifs relativement à oRA0 puis kd éléments {f
0
i ; i =
1, . . . , kd} dans H0(C0,Nu0) de sorte que (e
0
1, . . . , e
0
kd
, f01 , . . . , f
0
kd
) soit une base
modèle ordonnée pour Tγ(0)RM
d
kd
(X) ave ∠(e0i , f
0
i ) = +1, ∀i ∈ {1, . . . , kd}.
La base B0 = (e01, . . . , e
0
kd
, f01 , . . . , f
0
kd
) ainsi dénie est positive relativement
à oγ . Lorsque (C, z, u) ∈ RM
d
kd
(X)∗, le faiseau normal Nu est un faiseau
réel pour la struture induite par cX et on note H
0
cX
(C,Nu) la partie réelle de
H0(C,Nu). Les éléments {f0i ; i = 1, . . . , kd} de B0 sont dans H
0
cX
(C,Nu0 ) et
haque fi appartient à H
0
cX
(C,Nu0,−πi(z0)) d'après la onstrution.
3.1.4 Homotopies et trivialisation. Cas d′ 6= 0
3.1.4.1 Homotopie au point. L'objet de e paragraphe est de onstruire
une nouvelle base standard pour Tγ(0)RM
d
kd
(X) qui induise la même orienta-
tion que B0 mais qui va s'intégrer plus failement dans une trivialisation de
T |γRM
d
kd
(X) ompatible ave le morphisme d'évaluation. On renvoie à la dé-
nition de γ˜ puis on hoisit une base modèle ordonnée positive de Tγ˜(0)RM
d
kd
(X)
relativement à oγ et oRA0 suivant la méthode dénie en 3.1.3.1 qu'on note
B˜0 = (e˜
0
1, . . . , e˜
0
kd
, f˜01 , . . . , f˜
0
kd
).
Chaque élément f˜i appartient à H
0
cX
(CP 1,Nu0,−πi(z˜0)) pour i ∈ {1, . . . , kd} et
le kd-uplet (f˜
0
1 , . . . , f˜
0
kd
) est une base de H0cX (CP
1,Nu0).
Lemme 4. L'ensemble ordonné de veteurs (e01, . . . , e
0
kd
, f˜01 , . . . , f˜
0
kd
) dénit une
base standard positive de Tγ(0)RM
d
kd
(X).
Démonstration. On se plae au point Γ(0) = (CP 1, z0 ∪ z˜0, u0) ∈ RMdkd+ℓ(X)
∗
déni au paragraphe 3.1.1.3. Quitte à  inverser γ (et don Γ), on peut supposer
d'après les lemmes 2 et 3 que l'ordre ylique des points u0(z
0∪ z˜0) sur RA0 est
donné par
u0(z
0
1) < . . . < u0(z
0
ℓ
2
) < u0(z˜
0
1) < · · · < u0(z˜
0
ℓ
2
) < u0(z
0
k′+1) < · · ·
· · · < u0(z
0
kd
) < u0(z˜
0
ℓ
2+1
) < · · · < u0(z˜
0
ℓ ) < u0(z
0
ℓ+1) < · · · < u0(z
0
k′ )
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On onvient que lorsque ℓ = k′, la partie à droite de u0(z˜
0
ℓ
2
) n'est pas retenue.
(Voir gure 6.)
z06
D⋆
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z02
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z08
z1
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z07
z˜1
Fig. 6  X = CP 2, d = 3.[L], kd = 8, ℓ = 2
Fixons des représentants (z0, u0), (z˜
0, u0) dans (RP
1)kd×MorRd (X, cX) pour les
points (C0, z
0, u0) et (C0, z˜
0, u0) de sorte que z
0
i = z˜
0
i lorsque i ∈ {ℓ+1, . . . , kd}.
D'après l'ordre ylique, on peut onstruire un hemin dans (RP 1)kd \Diagkd
qui lie z0 à z˜0 et qui reste onstant en z0ℓ+1 = z˜
0
ℓ+1, . . . , z
0
kd
= z˜0kd . On pose
c : [0, 1] → (RP 1)kd \ Diagkd tel que c(0) = z
0
et c(1) = z˜0 un tel he-
min. (Comme préédemment, on note parfois c pour désigner c([0, 1]) sans
ambiguïté possible.) Puisque u0 est une immersion, on rappelle que Nu0 =
OCP 1(kd − 1) (propriété 1.3.1), de plus f
0
i ∈ H
0
cX
(CP 1,OCP 1(−ẑ
0
i )) ar B0
est une base modèle. On onstruit ainsi une homotopie de base h0
t∈[0,1] dans
l'espae vetoriel H0cX (CP
1,OCP 1(kd − 1)) de sorte que pour i ∈ {1, . . . , kd},
h00(f
0
i ) = f
0
i et h
0
1(f
0
i ) ∈ H
0
cX
(CP 1,OCP 1(−
̂˜z0i )) suivant l'ordre ylique des
zéros de setions. D'après le hoix de la base (e˜01, . . . , e˜
0
kd
, f˜01 , . . . , f˜
0
kd
), les ve-
teurs e˜i de Tz˜iRP
1
sont tous orientés positivement relativement à oRA0 . Puisque
Revdkd(c) ⊂ D⋆ on a Rev
d
kd
(c) ∩ Ωγ = ∅ et on obtient une famille de se-
tions (f˜01 , . . . , f˜
0
kd
) qui est ordonnée ave (e˜01, . . . , e˜
0
kd
) dans Tc(1)RM
d
kd
(X) ar
h01(f
0
i ) ∈ H
0
cX
(CP 1,Nu0,−πi(z˜0)) et positive ar ∠(e˜
0
i , h
0
1(f
0
i )) = ∠(e
0
i , f
0
i ) = +1,
pour i ∈ {1, . . . , kd}. On en déduit l'existene de réels λi+ > 0 tels que h
0
1(f
0
i ) =
λi+f˜
0
i pour i ∈ {1, . . . , kd}. En onlusion, (f
0
1 , . . . , f
0
kd
) et (f˜01 , . . . , f˜
0
kd
) sont ho-
motopes omme bases de H0cX (CP
1,Nu0) et le résultat s'en déduit par positivité
de la base B0.
3.1.4.2 Trivialisation le long du hemin. On dérit une trivialisation du
bré tangent T
M
d
kd
(X)∗
le long de γ˜. À partir de elle-i on va onstruire une
trivialisation le long de γ. Le hemin γ˜ est inlus dans le lieu régulier Regd(X)
du morphisme d'évaluation. En partiulier le morphisme d'évaluation réel est
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un diéomorphisme et on peut relever la déomposition (8) le long de γ˜
T |γ˜RM
d
kd
(X) =
kd⊕
i=1
(Revdkd)
∗T |γ˜RX(i).
On pose Φ˜ la trivialisation de T |γ˜RM
d
kd
(X) issue de B0 et ompatible ave ette
déomposition et la suite exate 0→ Ker dπi → (evdkd)
∗TX(i)
dπi|
→ dπi(Ker deˆi)→ 0
(voir proposition 10) dont les faiseaux adjaents sont les faiseaux de brés en
droite restreints à γ˜. On note e˜i : γ˜ → Ker dπi les kd setions tautologiques
réelles de haque sous-bré Ker dπi|γ˜ de sorte que e˜i(γ˜(0)) = e˜0i et f˜i : γ˜ →
Ker deˆi/Kerdπi les kd setions tautologiques réelles telles que f˜i(γ˜(0)) = f˜
0
i
pour i ∈ {1, . . . , kd}. C'est-à-dire, en notant B˜t = (e˜t1, . . . , e˜
t
kd
, f˜ t1, . . . , f˜
t
kd
) pour
t ∈ [0, 1] on dénit
e˜ti = e˜i(γ˜(t)) = Φ˜(t; 0, . . . , 1, . . . , 0, 0, . . . , 0)
f˜ ti = f˜i(γ˜(t)) = Φ˜(t; 0, . . . , 0, 0, . . . , 1, . . . , 0)
la setion de bases de T
RM
d
kd
(X)∗
issues de la trivialisation Φ˜ le long de γ˜. À
présent, on dénit une setion de bases de T
RM
d
kd
(X)∗
le long du hemin γ. On
onsidère pour ela une trivialisation φ de Ker dπ le long de γ, issue de B0|ker dπ
et ompatible ave la déomposition en droites du lemme 1. On note ei : γ →
Ker dπi les kd setions tautologiques de haque sous-bré Ker dπi|γ issues de
e0i ∈ ker dγ(0)πi. On onsidère ensuite f˜i : γ˜ → TRMdkd (X)
∗/Kerdπ les kd setions
préédemment dénies de T
RM
d
kd
(X)
/Kerdπ|γ˜ ∼=
⊕kd
i=1 Kerdeˆi/Kerdπi|γ˜ an
d'obtenir une famille libre Bt = (et1, . . . , e
t
kd
, f˜ t1, . . . , f˜
t
kd
)t∈[0,1] de setions du
bré T |γRM
d
kd
(X) par le lemme suivant.
Lemme 5. Il existe un isomorphisme de brés
T
RM
d
kd
(X)∗
/Kerdπ|γ˜ ∼= TRMdkd (X)
∗/Kerdπ|γ
qui fait de {f˜ ti ; i = 1, . . . , kd}t∈[0,1] des setions de TRMdkd (X)
∗/Kerdπ|γ .
Démonstration. On a la suite exate de brés 0 → Kerdπ → T
RM
d
kd
(X)∗
dπ
−→
T
RM
d
0(X)
∗ → 0 d'où on tire les isomorphismes de brés TRMdkd (X)
∗/Kerdπ|γ˜ ∼=
T |π(γ˜)RM
d
0(X) d'une part et TRMdkd (X)
∗/Ker dπ|γ ∼= T |π(γ)RM
d
0(X) d'autre
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part. Or les images des hemins π(γ˜) et π(γ) dans RM
d
0(X) sont égales.
[0, 1]
γ

γ˜ // RM
d
kd
(X)|γ˜
π

f˜i ..
T
RM
d
kd
(X)∗
/Kerdπ|γ˜oo
≀

RM
d
kd
(X) π
// RM
d
0(X)|π(γ)=π(γ˜)
T
RM
d
kd
(X)∗
/Kerdπ|γ
OO
∼
// T |γRM
d
0(X)
iiS
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
On obtient ainsi une famille de setions du bré T
RM
d
kd
(X)∗
/Kerdπ|γ , notées
abusivement {f˜ ti ; i = 1, . . . , kd}t∈[0,1]. Chaque élément f˜
t
i , i ∈ {1, . . . , kd} est en
dénitive une setion de Ker deˆi/Ker dπi|γ .
Remarque. Les setions ei et e˜i sont identiques pour i > ℓ, suivant l'identiation
kerdγ(t)πi = TztiCt = Tz˜tiCt = ker dγ˜(t)πi, quelque soit t ∈ [0, 1].
Remarque. Le hemin B : [0, 1] →
∏2kd T
RM
d
kd
(X)∗
dénit bien une setion de
bases standards de T
RM
d
kd
(X)∗
le long de γ puisque la famille (et1, . . . , e
t
kd
)t∈[0,1]
(resp. (f˜1, . . . , f˜kd)t∈[0,1]) est libre dans le sous-brés Ker dπ|γ (resp. dans le
quotient T
RM
d
kd
(X)∗
/Kerdπ|γ).
3.1.4.3 Retour au modèle. On dérit une homotopie de la base standard
B1 de Tγ(1)RM
d
kd
(X) sur une base modèle an de l'évaluer par le morphisme
d'évaluation réel. On utilise les tehniques employées dans la démonstration du
lemme 4 au paragraphe 3.1.4.1.
Lemme 6. Il existe une base modèle de Tγ(1)RM
d
kd
(X) notée
B1 = (e
1
1, . . . , e
1
kd
, f11 , . . . , f
1
kd
)
ayant les propriétés suivantes :
1. (f˜11 , . . . , f˜
1
kd
) et (f11 , . . . , f
1
kd
) sont homotopes dans H0cX (CP
1,Nu1) ;
2. pour i ∈ {1, . . . , ℓ} : f1i ∈ H
0
cX
(CP 1,Nu,−πℓ+1−i(z)) ;
3. pour i ∈ {ℓ+ 1, . . . , kd} : f1i ∈ H
0
cX
(CP 1,Nu,−πi(z)).
Démonstration. Quitte à restreindre γ et d'après le lemme 3, l'ordre ylique
des points marqués à l'image u1(z ∪ z˜) sur RA1 où A1 = u1(CP 1) est le suivant
u1(z1) < · · · < u1(z ℓ
2
) < u1(z˜ℓ) < · · · < u1(z˜ ℓ
2+1
) < u1(zkd) < · · ·
· · · < u1(zk′+1) < · · · < u1(z˜ ℓ
2
) < · · · < u1(z˜1) < u1(z ℓ
2+1
) < · · · < u1(zk′)
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z12
z14
z13
z16
z18
D⋆
z˜11 z˜
1
2
z1
z17
z15
Fig. 7  X = CP 2, d = 3.[L], kd = 8, ℓ = 2
On hoisit des représentants (z1, u1) et (z˜
1, u1) dans (RP
1)kd ×MorRd (X, cX)
de (C1, z
1, u1) et (C1, z˜
1, u1) de sorte que z
1
i = z˜
1
i lorsque i ∈ {ℓ + 1, . . . , kd}.
On rappelle que, u1 étant une immersion, Nu1 = OCP 1(kd − 1) et de plus
f˜1i ∈ H
0
cX
(CP 1,OCP 1(−ẑ
1
i )). On peut don dénir omme au paragraphe 3.1.4.1
une homotopie de base, notée h1t∈[0,1], dansH
0
cX
(CP 1,OCP 1(kd−1)) de sorte que
h10 = id, h
1
1(f˜
1
i ) ∈ H
0
cX
(CP 1,OCP 1(ẑ
1
ℓ+1−i)) lorsque i ∈ {1, . . . , ℓ} et h
1
1(f˜
1
i ) ∈
H0(CP 1,OCP 1(ẑ
1
i )) i ∈ {ℓ+ 1, . . . , kd} d'après l'ordre ylique sur les zéros de
setions. En posant f1i = h
1
1(f˜
1
i ) pour tous i ∈ {1, . . . , kd}, on obtient le résultat
annoné.
La base B1 = (e11, . . . , e
1
kd
, f11 , . . . , f
1
kd
) est modèle puisque pour haque i
dans {1, . . . , kd}, f
1
i appartient à H
0(CP 1,Nu1), mais elle n'est pas ordonnée.
On détermine son signe relativement à l'orientation oγ à la partie 3.1.6.
3.1.5 Trivialisation. Cas d′ = 0
On onstruit une trivialisation de T
RM
d
kd
(X)∗
au-dessus de γ. Le long du
hemin, on trivialise la partie dénie par les kd derniers veteurs (f
0
1 , . . . , f
0
kd
)
de la base standard B0 en se donnant kd setions onstantes t ∈ [0, 1] 7→ f0i ∈
H0(CP 1,Nu0) puisque l'appliation ut = u0 est onstante. Pour la partie de
T |γRMdkd(X) engendrée par Ker dπ on ne peut pas dénir les veteurs e
t
i omme
préédemment ar
ker d|(C⋆,z⋆,u⋆)π ∩ ker d|(C⋆,z⋆,u⋆)Rev
d
kd
6= {0}.
Puisque l'appliation u0 est onstante le long du hemin, on peut dérire la
ourbe universelle au-dessus γ omme l'espae des déformations de la soure.
Considérons le produit [0, 1]×CP 1×{u0} et les kd setions t ∈ [0, 1] 7→ zti ∈ CP
1
24
dénies par le hemin γ. La ourbe universelle Udkd(X)|γ (voir théorème 1) est
l'élaté Blξ([0, 1]×CP 1) du produit [0, 1]×CP 1 en l'unique point de onours
(t⋆, ξ) des k
′
premières setions. (Voir gure 8.)
 
[0, 1]
z0
1
z0
2
z0
4
t⋆
zt
1
zt
2
zt
3
zt
4
zt
5
z1
5
z1
4
z1
1
z1
2
z1
3
z0
5
e0
5
e1
3
RP 1
RP 1 ≃ RC1⋆
z0
3
×u0 −→ X
Fig. 8  d′ = 0, ut = u0, kd = 5, k
′ = 3
On dénit ainsi une trivialisation de base (et1, . . . , e
t
kd
)t∈[0,1] ⊂ Ker dπ dans
Blξ([0, 1]× CP 1) issue de (e01, . . . , e
0
kd
)t=0.
3.1.6 Évaluation de bases
On ompare les orientations induites par les bases B0 et B1 dans une tri-
vialisation du bré tangent à l'image du hemin par le morphisme d'évaluation.
Lorsque es orientations oïnident, on en déduit que ǫd′,k′ = 0, dans le as
ontraire on obtient ǫd′,k′ = 1.
3.1.6.1 Trivialisation à l'image. Cas d′ 6= 0. On se plae dans une tri-
vialisation de TRXkd le long de γ∗ qui soit ompatible ave le morphisme d'éva-
luation. On dénit une trivialisation de T |γ∗RX
kd
dont la base standard au-
dessus de γ∗(1) dénit une base modèle ordonnée positive selon le proédé du
paragraphe 3.1.3.1. Reprenons la trivialisation φ dénie en 3.1.4.2 ayant pour
setions tautologiques ei : γ ⊂ RM
d
kd
(X)→
⊕kd
i=1 Ker dπi|γ pour i = 1, . . . , kd.
Puisque dRevdkd est injetive sur Ker dπ|γ (f. proposition 4), on onstruit une
famille libre de kd (= dimKer dπ) setions vi : γ∗ ⊂ RXkd → T |γ∗RX
kd
omme
images des setions eti
vi(γ∗(t)) = dRev
d
kd
(eti) ; t ∈ [0, 1].
Pour plus de larté, on notera vti = vi(γ∗(t)). Quelque soit t dans [0, 1] et i dans
{1, . . . , kd}, vti appartient à Tγ∗(t)RX(i). On omplète la base en hoisissant pour
haque v0i un veteur w
0
i dans Tγ∗(0)RX(i) de sorte que w
0
i = dRev
d
kd
(f0i ) où w
0
i
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représente la lasse au quotient de w0i dans la suite exate
0 // < v0i >R
// Tγ∗(0)RX(i) // Tγ∗(0)RX(i)/ < v
0
i >R // 0.
Ainsi le ouple (v0i , w
0
i ) est une base positive de Tγ∗(0)RX(i) relativement à
oγ . On onsidère alors une trivialisation de T |γ∗RX(i) et on omplète haque
base (vt1, . . . , v
t
kd
)t∈[0,1] par une setion issue de w
0
i , on obtient une famille libre
de kd setions wi : γ∗ ⊂ RXkd → T |γ∗RX
kd
telles que wti = wi(γ∗(t)) ∈(
TRX(i)/ < v
t
i >R
)
t∈[0,1]
suivant le diagramme
0 // < vi >R |γ∗ // T |γ∗RX(i)

// TRX(i)/ < vi >R |γ∗ // 0
γ∗ ⊂ RX(i)
wi
UU
wi
99
Ainsi, quelque soit t dans [0, 1], Vt = {vt1, . . . , v
t
kd
, wt1, . . . , w
t
kd
} est une base
positive de Tγ∗(t)RX
kd
relativement à oγ et ompatible ave la déomposition
qui suit (dénie par le hoix de w0i )
Tγ∗(t)RX
kd =
kd⊕
i=1
Tγ∗(t)RX(i)
∼=
kd⊕
i=1
(
< vti >R ⊕
(
Tγ∗(t)RX(i)/ < v
t
i >R
))
.
Remarque. Par onstrution d|γ(1)Rev
d
kd
(B0) = V0 et (dRevdkd)
−1(V1) est une
base modèle ordonnée positive de Tγ(1)RM
d
kd
(X).
3.1.6.2 Trivialisation à l'image. Cas d′ = 0. On onsidère l'unique tri-
vialisation (à homotopie près) issue de Revdkd(B0) = (v
1
0 , . . . , v
0
kd
, w01 , . . . , w
0
kd
) le
long de γ∗ dont une base est donnée par un veteur tangent à RA0 = RAt ∀t ∈
[0, 1] à haque point marqué ut(zi) et son omplémentaire positif pour l'orienta-
tion dénie par oγ dans RXi pour tous i ∈ {1, . . . , kd}. L'ensemble des 2(kd−k′)
veteurs {vtk′+1, . . . , v
t
kd
, wtk′+1, . . . , w
t
kd
} sont hoisis onstants quelque soit t
dans [0, 1] puisque les setions t 7→ zti , k
′ < i ≤ kd sont tautologiques (t 7→ z0i )
par dénition de γ. Le résultat au point Revdkd(C1, z
1, u1) est une base V1 de
     
 


  
  
  

   
 


  
  
D⋆
z1
D⋆
w1(RX)∨
 
z2
z3
f0
5
f1
5
oγ
z2
z3 z1
z5 e0
5
z5 e1
5
z4z4
w1(RX)∨
Fig. 9  X = CP 2, d = 2[L], k′ = 3
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T |γ∗(1)RX
kd
onstituée de kd veteurs (v
1
1 , . . . , v
1
kd
) tangents à RA1 = RA0 aux
points u1(z
1
i ) de sorte que l'orientation qu'ils induisent sur RA1 est toujours
positive relativement au hoix de oRA0 ; puis de kd veteurs (w
0
1 , . . . , w
0
kd
) om-
plémentaires dans Tu1(z1i )RX(i) le tout formant une base positive pour le hoix
de oγ . (Voir gure 9.)
3.1.7 Matries de transition
On donne la matrie de l'image de la base B1 dans la base V1 par le mor-
phisme d'évaluation réel. D'après le théorème 2.2, B˜1 est une base modèle or-
donnée positive de Tγ˜(1)RM
d
kd
(X) puisque γ˜ ⊂ Regd(X) et γ˜∗ ∩ ωγ = ∅. Plus
préisément, le sens ∠(e˜1i , f˜
1
i ) est +1 relativement à oγ quelque soit i dans
{1, . . . , kd}. On rappelle que le long de γ˜, haque ouple (e˜ti, f˜
t
i ) onstitue une
base du sous-espae (dγ˜(t)Rev
d
kd
)−1(Tγ˜∗(t)RX(i)) de Tγ˜(t)RM
d
kd
(X).
Lemme 7. Soit B1 = (e11, . . . , e
1
kd
, f11 , . . . , f
1
kd
) la base modèle préédemment
dénie de Tγ(1)RM
d
kd
(X), on a :
1. ∠(e1i , f
1
i ) = +1 pour ℓ < i ≤ kd ;
2. ∠(e1i , f
1
ℓ+1−i) = −1 pour i ∈ {1, . . . , ℓ}.
Démonstration. On xe une orientation oRA1 sur la partie réelle deA1 = u1(CP
1)
de sorte que les veteurs {e1i ; i = k
′ + 1, . . . , kd} (.-à-d. les éléments de la base
dans TC2⋆) soient positifs. On rappelle que d
′′ ∈ H2(X,Z) est non nulle et réelle
don la partie réelle de l'image de C2⋆ n'est ni vide ni réduite à un point de
RX ar elle ontient des points marqués. Les veteurs {e1i ; i = 1, . . . , k
′} sont
néessairement orientés négativement relativement à oRA1 puisque le hemin γ
est transverse au diviseur Kdd′,k′ de la frontière (f. lemme 2). De même, en γ˜(1)
les veteurs {e˜1i ; i = 1, . . . , ℓ} et {e˜
1
i ; i = k
′ + 1, . . . , kd} sont orientés positive-
ment relativement à oRA1 alors que les veteurs {e˜
1
i ; i = ℓ + 1, . . . , k
′} le sont
négativement (f. lemme 3). Reprenons la onstrution de B1 et onsidérons
le relevé du hemin c′ dans (RP 1)kd ×MorRd (X, cX)
∗
et l'homotopie de base
h1 de H0cX (CP
1,OCP 1(kd − 1)) assoiée (f. lemme 6). Une trivialisation de
T |c′RMdkd(X) issue de B˜1 = (e˜
1
1, . . . , e˜
1
kd
, f˜11 , . . . , f˜
1
kd
) ompatible ave la suite
exate (7) et dénie par ette homotopie fournit une base de Tγ(1)RM
d
kd
(X) dont
les kd derniers veteurs sont (f
1
1 , . . . , f
1
kd
). Puisque l'image Revdkd(c
′) n'intersete
pas ωγ ar elle est ontenu dans D⋆ on obtient le long de la première ompo-
sante une trivialisation (e˜11(t), . . . , e˜
1
kd
(t)), t ∈ [0, 1] de T |c′(RP 1)kd qui vérie
∠(e˜1i (1), f
1
i ) = +1 relativement à oγ ar ∠(e˜
1
i (0), f˜
1
i ) = +1, pour i ∈ {1, . . . , kd}.
Cependant, pour i ∈ {1, . . . , ℓ}, e1i étant orienté négativement relativement à
oRA1 , il est opposé à l'orientation dénie par e˜
1
i (0). Or, ette orientation est
aussi elle dénie par e˜1ℓ+1−i(1) ar ℓ + 1 − i ∈ {1, . . . , ℓ}. Alors que, pour
i ∈ {ℓ + 1, . . . , kd}, e1i est orienté positivement relativement à oRA1 et don re-
lativement à e˜1i (1). Finalement, e˜
1
i (1) = λ
i
+e
1
i où λ
i
+ ∈ R
∗
+ si i ∈ {ℓ+ 1, . . . , kd}
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alors que e˜1ℓ+1−i(1) = λ
i
−e
1
i ave λ
i
− ∈ R
∗
− lorsque i ∈ {1, . . . , ℓ}. En onsé-
quene, f1ℓ+1−i(z
1
i ) = λ
i
−f˜
1
i (z˜
1
i ) pour i ∈ {1, . . . , ℓ} et f
1
i (z
1
i ) = λ
i
+f˜
1
i (z˜
1
i ) pour
i ∈ {ℓ+ 1, . . . , kd}, ave λi− < 0 et λ
i
+ > 0, d'où le résultat.
Lemme 8. Soit d′ ∈ redd, k′ ∈ {kd′ +2, . . . , kd}, γ un hemin déni omme en
3.1 et B1, V1 les bases préédemment dénies de Tγ(1)RM
d
kd
(X) et Tγ∗(1)RX
kd
respetivement. Alors, dans la trivialisation dénie en 3.1.6.1, l'image de la base
dγ(1)Rev
d
kd
(B1) dans la base V1 s'érit matriiellement
B1|V1 =

 Ikd 0 00 −Jℓ 0
0 0 Ikd−ℓ


où J =


0 · · · 0 1
0 · · · 1 0
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
1 · · · 0 0

 est la matrie de permutation inversée.
Démonstration. La base de Tγ∗(1)RX
kd
dénie par l'image de B1 est donnée
par dγ(1)Rev
d
kd
(e11, . . . , e
1
kd
) sur ses premières omposantes, 'est-à-dire les pre-
mières omposantes (v11 , . . . , v
1
kd
) de V1 et dans le même ordre (f. 3.1.6.1).
D'autre part, on a vu que lorsque i ∈ {ℓ + 1, . . . , kd}, f1i = λ
i
+(dRev
d
kd
)−1(w1i )
ave λi+ > 0 et don, après éventuellement avoir normalisé, on obtient l'éga-
lité dγ(1)Rev
d
kd
(f1ℓ+1, . . . , f
1
kd
) = (w1ℓ+1, . . . , w
1
kd
). Enn, pour i ∈ {1, . . . , ℓ},
f1i = λ
i
−(dRev
d
kd
)−1(w1ℓ+1−i) ave λ
i
− < 0 et don, après avoir éventuellement
normalisé les bases, dγ(1)Rev
d
kd
(f11 , . . . , f
1
ℓ ) = (−wℓ, . . . ,−w1). La matrie asso-
iée à ette desription est don la matrie arrée −J de taille ℓ.
Lorsque d′ = 0 on a onstruit une base standard non ordonnée B1 =
(e11, . . . , e
1
kd
, f11 , . . . , f
1
kd
) de Tγ(0)RM
d
kd
(X) dont on dérit les propriétés rela-
tivement au morphisme d'évaluation dans le lemme suivant.
Lemme 9. Soit d′ = 0, k′ ∈ {2, . . . , kd}, γ un hemin déni omme en 3.1 et
B1, V1 les bases préédemment dénies de Tγ(1)RM
d
kd
(X) et Tγ∗(1)RX
kd
respe-
tivement. Alors, dans la trivialisation dénie en 3.1.6.2 et après normalisation,
la base image dγ(1)Rev
d
kd
(B1) s'érit matriiellement dans la base V1
B1|V1 =


−Ik′ 0 0 0
0 Ikd−k′ 0 0
0 0 Jk′ 0
0 0 0 Ikd−k′

 .
Démonstration. Les setions onourantes zti , 1 ≤ i ≤ k
′
induisent dans la
trivialisation par e1i une orientation opposée à elle xée sur RC0 = RC1 par
oRA0 puisque RC
1
⋆ = w1(RU
d
kd
(X)|γ)∨. Comme RA0 = RA1, l'image de e1i par
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dRevdkd est dans la diretion de v
1
i mais dans le sens opposé pour 1 ≤ i ≤ 0.
Les kd − k′ dernières setions zti , k
′ < i ne renontrant pas w1(RUdkd(X)|γ)
(et pouvant être hoisies tautologiques), l'image de e1i par dRev
d
kd
est dans la
diretion et le sens de v1i dès que k
′ < i. (Voir gure 8). Finalement, d'après 3.1.5,
B1 = (e11, . . . , e
1
kd
, f01 , . . . , f
0
kd
), la matrie de permutation assoiée aux veteurs
de base dans la omposante H0(CP 1,Nu1) de la déomposition (7) est donnée
par Jk′ ⊕ Ikd−k′ et orrespond au renversement des setions du faiseau normal
issues de (f01 , . . . , f
0
k′) d'après le hoix de γ. Chaque base (v
1
i , dRev
d
kd
(f1k′−i)) de
Tγ˜(1)RXi pour 1 ≤ i ≤ k
′
étant positive puisque l'orientation de RA1 induite par
v1i est inhangée par rapport à l'orientation de RA0. De plus, par onstrution
tous les autres veteurs sont identiques après normalisation, 'est-à-dire que
d|γ(1)Rev
d
kd
(e1i ) = v
1
i et d|γ(1)Rev
d
kd
(f1i ) = w
1
i dès que i > k
′
.
3.1.8 Conlusion
On évalue l'orientation induite par les bases d'arrivée des trivialisations pré-
édemment dénies. Puisque la base de départ était hoisie positive et que
l'image du hemin ne renontre pas ωγ , il vient que ette orientation est ompa-
tible ave elle dénie sur RX \ωγ si et seulement si le déterminant des matries
préédemment dénies est positif.
Corollaire. Soit d′ ∈ redd, k′ > kd′ et k
′ > 1. Soit Ddd′,k′ une omposante
onnexe de la frontière inluse dans RKdd′,k′ (omme dérit en 1.2) et de o-
dimension un dans RM
d
kd
(X). Cette dernière partiipe à un représentant dual
pour la première lasse de Stiefel-Whitney de la omposante onnexe de RM
d
kd
(X)
qui la ontient si et seulement si E(k
′−kd′
2 ) ≡ 1 mod (2) où E désigne la partie
entière.
Démonstration. C'est une onséquene des lemmes préédents en observant que
det

 Ikd 0 00 −Jℓ 0
0 0 Ikd−ℓ

 = det−Jℓ = (−1) ℓ2 mod (2)
puisque ℓ ≡ 0 mod (2) et
det


−Ik′ 0 0 0
0 Ikd−k′ 0 0
0 0 Jk 0
0 0 0 Ikd−k′

 = (−1)k′ detJk = (−1)k′+E( k′2 ).
Il sut de vérier, d'une part que
ℓ
2 = E(
k′−kd′
2 ) d'après le hoix de ℓ et
d'autre part que k′+E(k
′
2 ) ≡ E(
k′+1
2 ) mod (2). On rappelle que par onvention
k0 = −1 et on en déduit le résultat.
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Corollaire. Soit (X, cX) une surfae projetive onvexe équipée d'une stru-
ture réelle. La première lasse de Stiefel-Whitney de RM
d
kd
(X) admet omme
représentant
w1(RM
d
kd
(X)) = (Revdkd)
∗[w1(RX
kd)] +
∑
d′∈redd
kd′<k
′≤kd
ǫd′,k′(RK
d
d′,k′)
∨
ave ǫd′,k′ ∈ {0, 1} et ǫd′,k′ = 1 si et seulement si k′ − kd′ = 2 ou 3 mod (4).
Démonstration. C'est la onséquene direte du orollaire préédent. On hoisit
l'expression qui déoule de l'équivalene
E(
k′ − kd′
2
) mod (2) = 1⇔ k′ − kd′ = 2 ou 3 mod (4).
3.2 Étude du as τ 6= 0
On s'intéresse aux autres strutures réelles lorsque la permutaiton τ ∈ Skd
est diérente de l'identité. Les hangements que ela impose à la démonstration
préédente sont assez minimes et nous allons, autant que possible, nous appuyer
sur e les développements préédents. On dira d'un point de X qu'il est imagi-
naire (resp. réel) s'il n'est pas (resp. s'il est) dans la partie réelle RX = fix(cX).
Pour le hoix d'une omposante Ddd′,k′ (d
′ ∈ redd, k′ > k′d − 1), deux situations
sont à envisager en fontion du nombre de paires de points marqués imaginaires
par rapport au nombre ℓ (f. dénition 3). Pour τ un élément d'ordre deux
de Skd , on note rτ le nombre d'éléments invariants (orrespondant aux points
marqués réels) et sτ le nombre de permutations (orrespondant aux paires ima-
ginaires onjuguées) de sorte que rτ + 2sτ = kd. On ommene par quelques
préliminaires tehniques.
3.2.1 Bases et orientations
Il existe deux strutures réelles sur le produit CP 1×CP 1. Nommément c1 :
(z1, z2) 7→ (z1, z2) de partie réelle RP 1×RP 1 et c2 : (z1, z2) 7→ (z2, z1) de partie
réelle homéomorphe à la sphère S2. Considérer une permutation d'ordre deux τ
revient à onsidérer dans le produit (CP 1)k\Diagk de la onstrution deM
d
k(X)
une partie réelle homéomorphe au produit de rτ droites projetives réelles et
sτ sphères. Les déompositions de l'espae tangent à RτM
d
kd
(X) doivent don
diérer de elles dénies en 3.1.3 sur la partie  sphérique  de Tz(CP
1)k. Par
ontre, il n'y a pas de modiation à apporter aux autres objets (on onsidère
l'espae des setion H0cτ
X
(C,Nu) équivariantes pour cτX et.). Pour les mêmes
raisons, l'espae tangent réel TxRτX
kd
ne se déompose pas en produit diret de
TxiRX mais est isomorphe au produit (T∗RX)
r ⊕ (T∗RτX2)s où RτX2 désigne
la partie réelle de c(X2) : (x1, x2) 7→ (x2, x1).
30
3.2.2 Cas d′ 6= 0
3.2.2.1 Ourrene r ≥ ℓ Cette situation est déjà traitée dans la démons-
tration préédente. En eet, il sut de onsidérer une indexation telle que les
ℓ premiers points marqués soient tous réels. On reproduit ainsi en tout point
la première étude (partie 3.1) en se dotant d'une base positive par la méthode
déterminée dans la partie 3.1.3.1 dans une restrition aux points marqué réels.
Les autres veteurs étant hoisis dans un relevé de (T |γ∗RτX
2)s le long duquel
la restrition d|γ˜evdkd est injetive (on ne  déplae  pas les zéro de setions
assoiés à es points marqués).
3.2.2.2 Ourrene r < ℓ On doit modier le raisonnement seulement pour
le sous-bré (T |γ∗RτX
2)s ar on veut déplaer des zéros de setions de l'espae
des déformations réelles à l'ordre un H0cτX (C,Nu) qui sont assoiés à des ouples
de points imaginaires onjugués. On pose ς = min(ℓ, 2s) et on fait le hoix d'une
indexation pour laquelle les ς premiers points marqués sont des paires imagi-
naires onjuguées. Rappelons que le hoix d'une orientation pour la ourbe de
départ RA0 et d'une orientation o sur RX \ ωγ fournit une orientation sur
Tγ(0)RM
d
kd
(X)∗ l'espae tangent au point de départ du hemin. De façon équi-
valente, pour haque ouple de points marqués imaginaires onjugués, on dénit
une orientation sur la partie réelle homéomorphe à S2 donnée par la struture
omplexe et qui ne dépend que du hoix d'un des points du ouple. Aussi, dans
la proédure dénie en 3.1.3.1 pour onstruire une base modèle positive au
point de départ d'un hemin γ, on hoisit pour haque ouple de points mar-
qués (zi, zj) une base réelle de l'espae tangent T(zi,zj)(CP
1)2 déterminée par
le hoix de zi tel que i < j (par onvention). On obtient ainsi une base modèle
positive de l'espae tangent au point γ(0). On reproduit ensuite en tout point
la démonstration préédente ave la struture réelle assoiée à la permutation
τ . Les homotopies suessives de bases réelles n'ont d'autre eet, après avoir
traversé la singularité, que d'inverser l'ordre des points marqués dans haque
paire imaginaires onjuguées. (Voir gure 10.)
z0i
z0j = z
0
i
C0
z˜⋆i
C⋆+ǫ
z˜⋆j
z˜⋆i
C⋆ z1i
C1
z1j
z˜⋆j
z˜⋆i
z˜⋆j
Fig. 10 
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Don l'orientation induite sur la partie réelle de la soure T(zi,zj)(CP
1)2 au point
d'arrivée serait opposée à elle dénie au point de départ γ(0) si une telle trans-
formation onernait les points marqués. On en déduit qu'il en est ainsi pour les
homotopies qui aetent les zéros de setions équivariantes. On en onlut que
les résultats préédents sont inhangés puisque haque paire de points marqués
imaginaires onjugués qui vont diérer dans les présentations de z et z˜ ontri-
buent dans la matrie de transition (voir 3.1.7) à une permutation des setions
ave un signe opposé (.-à-d. un élément de type −J2). Autrement dit, dans le
lemme 8 on remplae la matrie B1|V1 par la suivante

Ikd 0 0 0 0
0 −Jℓ−ς 0 0 0
0 0 −J2 0 0
0 0 0
.
.
. 0
0 0 0 0 Ikd−ℓ


où la sous-matrie −J2 est répétée
ς
2 fois (ς est un nombre pair). Pour ette
raison, le déterminant de ette matrie est du même signe que elle du lemme
8 et dépend seulement de
ℓ
2 mod (2).
3.2.3 Cas d′ = 0′
Lorsque deux paires de points marqués imaginaires onjugués se renontrent
le long du hemin γ (transverse à la omposante Dd0,k′ de RτK
d
0,k′), elles vont se
permuter deux à deux pour induire le long d'une trivialisation une orientation
diérente dans un voisinage du point d'arrivée γ(1). En eet, ave les notations
préédentes, u⋆(z
⋆
i ) ∈ RX dès que 1 ≤ i ≤ k
′
ar sinon codimDd0,k′ ≥ 2. On note
̺ le nombre de points réels (̺ ≤ r) onernés par le hoix de Dd0,k′ ('est-à-dire
qui se  déplaent  le long du hemin γ). Alors, si k′ = ̺ on ne hange rien (en
hoisissant une bonne indexation) et si k′ > ̺, on suit le même raisonnement
qui aboutit à remplaer dans le lemme 9 la matrie B1|V1 par la suivante

−Ik′ 0 0 0 0 0
0 Ikd−k′ 0 0 0 0
0 0 J̺ 0 0 0
0 0 0 J2 0 0
0 0 0 0
.
.
. 0
0 0 0 0 0 Ikd−k′


où la sous-matrie J2 est répétée
k′−̺
2 fois (k
′ − ̺ est pair par dénition de la
struture omplexe cτM et pare que D
d
0,k′ est de odimension un). Le déter-
minant de ette matrie est du même signe que elle du lemme 9 dépendant
seulement de k′ mod (2).
En onlusion on retrouve dans tous es as les propriétés sur le déterminant
développées dans le orollaire 3.1.8 et on en déduit le théorème 2.
32
Référenes
[1℄ K. Behrend et Y. Manin,  Staks of stable maps and Gromov-Witten
invariants , Duke J. Math., 85 (1996), p. 1-60.
[2℄ P. Deligne et D. Mumford,  The irreduibility of the spae of urves of
given genus , Publ. Math. I.H.E.S., 36 (1969), p. 75-109.
[3℄ W. Fulton et R. Pandharipande,  Notes on Stable Maps and Quantum
Cohomology , Pro. Symp. Pure. Math., 62 (1997), p. 45-96.
[4℄ J. Kollár, Rational urves on algebrai varieties, Springer-Verlag, 1996.
[5℄ M. Kontsevih et Y. Manin,  Gromov-Witten lasses, quantum ohomo-
logy, and enumerative geometry , Comm. Math. Phys., 164 (1994), n
◦
3
p. 525-562.
[6℄ N. Puignau, thèse de l'université Paul Sabatier-Toulouse III (2007).
[7℄ N.E. Steenrod,  Homology with loal oeients , Ann. of Math., 44
(1943), n
◦
2 p. 610-627.
[8℄ J.-Y. Welshinger,  Invariants of real sympleti 4-manifolds and lower
bounds in real enumerative geometry , Invent. Math., 162 (2005), n
◦
1
p. 195-234.
[9℄ J.-Y. Welshinger, Enumerative invariants of strongly semi-positive real
sympleti six-manifolds, préimpression sur arXiv : math.AG/0509121.
Universidad Complutense Madrid
Departamento de Álgebra
puignaumat.um.es
33
